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In dieser Prisenziibung geht es darum, besser zu verstehen, wie quantenmechanische Systeme
behandelt werden konnen, bei denen mehrere Quantenzahlen auftreten, oder die aus mehreren,
identifizierbaren Teilchen zusammengesetzt sind. Zum Beispiel kénnen wir uns leicht Systeme vor-
stellen, die aus zwei Teilchen bestehen, deren Eigenschaften getrennt gemessen werden konnen.
Dann ist der Hilbertraum H des Gesamtsystems der Produktraum H = H; ® H,. Seine Zustédnde
sind endliche Linearkombinationen von Paaren |u) ® |v) mit |u) € H; und |v) € Hs. Es gilt weiter
fir |u') € Hy, |v') € Hy und c € C, dass

lcu +u') @ [v) = clu) @ |v) + W) @ |v), |u) @|cv+0") = clu) @ |v) + |u) @ |[v).
AuBerdem faktorisiert das Skalarprodukt, also
(' @ v'u@v) = ((u'] @ (V])(Ju) ® [v) = (uu){v'|v) .

10. Produktraum: Wir wollen einige Eigenschaften von Zustéinden aus Produktraumen verstehen.
Seien |¢;) eine Orthonormalbasis in H; und |x;) eine Orthonormalbasis in Ho.

(a) Zeige, dass dann |¢;) @ |x;) eine Orthonormalbasis in H ist. Damit hat ein beliebiger
Zustand eine Entwicklung [¥) = >, - 4;[¢;) ® |x;) mit den Komponenten-Koeffizienten
bij = (i © (DY) = (¢ ® x| W)

(b) Zeige, dass die Komponenten v;; zwei Abbildungen N : Hy — H; und NT: H; — Ho
definieren, indem Du die Wirkung von 37, -|¢:)1i;((x;| -)* auf einen Zustand |v) =
> Vilx;) € Hz und analog die Wirkung von »_,; i(- [x:)")¥;;(¢;| auf einen Zustand
lu) = >, wi|¢;) € Hy betrachtest. Hierbei soll gelten: ({x;| -)* |u) = (x;|u)*, mit * der
komplexen Konjugation. Héngen diese Abbildungen von den gewihlten Basen ab?

(c) Zeige, dass NTN : Hy — Hy hermitesch ist. Es seien |V;,) die Eigenvektoren von NTN
mit Eigenwerten A2, also NTN|V,) = A\2|V,). Man kann annehmen, dass die |V},) eine
Orthonormalbasis von Hy bilden. Zeige, dass die Eigenwerte nicht negativ sind. Sei nun
A2 > 0, dann werden mit N|V,) = |\,| |U,) normierte Vektoren |U,) € H; definiert.
Zeige, dass auch die |U,) orthonormal sind. Sollten sie nicht ganz H; aufspannen, so

denken wir uns diese ergidnzt zu einer Orthonormalbasis von H;.

(d) Jeder normierte Zustand |W) € H definiert also eine Orthonormalbasis |U,,) € H;
und eine Orthonormalbasis |V,,) € Hs. Wie lauten nun die Komponenten 1),,, mit
diesen neuen Basen? Schreibe |¥) explizit in dieser Basis aus. Diese Darstellung eines
normierten Vektors in einem Produktraum, |¥) € H; ® Hs heifit Schmidt-Zerlegung.

() Nimm an, dass sich die Komponenten 1);; als Produkte a;b; schreiben lassen. Welchen
Rang hat dann (v));;, aufgefasst als Matrix? Interpretiere dabei den Index i als Zeilen-, j
als Spalteneintrag. Verwende die Definition rank(¢)) := dim(Image(t)) oder dquivalent
den Zeilenrang von 1. Begriinde, dass (1));; genau dann Rang eins hat, wenn |[¥) =
(22 ailgi)) @ (32, b;1x;)) ein Produktzustand ist.

(f) Fiir diese Aufgabe nehmen wir an, dass die in (c¢) eingefithrten |V,,) und |U,) eine
vollstdndige Basis von Hy bzw. H; bilden. Insbesondere heisst dies, dass vorausgesetzt



wird, dass A2 > 0V n. Zusténde, deren Schmidt-Zerlegung aus mehreren Termen beste-
hen, heiflen verschrinkte Zustéinde. Zeige, dass die Funktion

==Y A\

nur verschwindet, wenn |¥) ein Produktzustand ist, und sonst positiv ist. Hinweis:
Betrachte dazu die explizite Form von |¥) aus (d), und nutze aus, dass |¥) normiert
ist.

(g) Es sei A ein Operator, der einen MeBapparat beschreibt, der das erste Teilsystem ver-
mifit, der also H; auf H; abbildet. Analog sei B ein Operator fiir das zweite Teilsystem.
Wie ist die Wirkung A ® B auf |u) ® |v) erkléart? Mit Linearitét folgt damit auch die
Wirkung von A® B auf allgemeine Zusténde |¥). Wie wiirde ein auf ganz H definierter
Operator zu schreiben sein, der nur das erste Teilsystem vermifit?

11. Unabhdingig zusammengesetzte Gemische: Motivation: Betrachte zunéchst einen reinen Zu-
stand |¥) € H. Seien A : H; — H; mit Eigenzustinden |€;) und B : Hs — Hy mit
Eigenzustéanden |I';) gegeben. Wie ist w((ij), A ® B, W) definiert? Was muss fiir |¥) gelten
damit w faktorisiert, d.h.

w<<27])714 ® Ba \Ij) = w1<i:A7 \Ij1>w2(ja B> \112)

fiir geeignete Zusténde |W;) und |Wy)?

Ein Gemisch p eines zusammengesetzten Systems ist unabhéngig zusammengesetzt, wenn
die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Paare von Meflergebnissen von Messungen A ® 1l am ersten
Teilsystem und Messungen 11 ® B am zweiten Teilsystem faktorisieren,

w((l7j)7A ® Bap) = wl(iaAapl)wQ(ja Bap2) :

Uberlege, dass dies dann Sinn macht, wenn dabei

w1<7:7A7:01) = Zw((l,j),A@)B,p), w2(j7Bap2) = Zw((l7])7A®B’p)

J %

ist. Was bedeutet das physikalisch? Wenn ein Gemisch nicht unabhéingig zusammengesetzt
ist, nennen wir die Teilsysteme verschrankt.

Mathematische bedeutet unabhéingig zusammengesetzt folgendes: Wahrscheinlichkeiten sind
Hauptdiagonalelemente der Dichtematrix, (A[pA). Sei |A) ein Eigenzustand von A ® B.
Warum ist dies ein Produktzustand? Die Faktorisierungsbedingung bedeutet fiir Produkt-
zustande |u ® v) dann

(u®v|p|u®v>: Z a; bpz] (z’j’)az’b’— (Z pl zz’az> (Zb P2 ]J’b >

Ry ]
l7,L 7]7] Z7l

Beide Seiten sind Bilinearformen in |u) und |v), und sind nur dann fiir alle |u) und |v) gleich,
wenn ihre Koeffizienten gleich sind. Welche Beziehung gilt also fiir die Dichtematrizen p, p;
und py, wenn p zu einem unabhéngig zusammengesetzen Gemisch gehort?

Bei verschrinkten Systemen kann ein reiner aber verschréankter Zustand gemischt erscheinen,
wenn man nur am ersten Teilsystem miBt. Betrachte wi (i, 4, [¥)) = > [(Ai @ x;|¥)[*, wenn
|A;) die Eigenbasis von A ist. Driicke dies als (A;|p1A;) aus und gib p; in der Basis der
Schmidt-Zerlegung an. Finde damit ein Kriterium, wann p; zu einem reinen Zustand gehort.
Welche Eigenschaft muss demnach |¥) haben?



